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I.角百灵雏鸟身体各部位生长的数学模型
来

周   立
(中国科学院西北高原生物研究所)

角百灵 (E″″。P`9:J口 口′P” rr‘‘e`″
`‘

:)是高寒草甸生态系统鸟类群落中的优势种 ,

在鸟类群落物质流和能流中占有重要地位(周立,1986a).

鸟类雏鸟生长的研究,是鸟类生物学上最重要的课题之一.许多学者进行了广泛的

探讨,尤其注重定量描述生长的数学模型的研究 (夏武平,1965;Ricklcfs,1968).但 对

于广布于青藏高原的优势种角百灵雏鸟生长数学模型的研究甚少.按 日龄考察雏鸟身体

各部位的绝对生长 ,其生长曲线大部分都成
“
s” 型,故本文采用逻辑斯蒂方程 (Logi“ ic

cquatioil)构 造其绝对生长数学模型. 雏鸟的生长,既受内部的长期进化形成的遗传因

子 ,也受外部的食物条件等环境因子的控制.本文在外部环境因子近似不变(保持观测阶

段的数值)的假设下,建立角百灵雏鸟身体各部位生长的确定性逻辑斯蒂常微分方程动态

模型 (dyn amic model of thc Loglstic ordinary diffcrcntial cquation),描 述雏鸟的生

长过程 .

一、材料和数学方法

郑生武(1984)在海北高寒草甸生态系统定位站,对角百灵雏鸟的生长进行了初步观

察,体重、体长及各外部器官的观测数据转录于表 1和表 2,据此得到的观测曲线分别绘

于图 1-8.

雏期是角百灵生长发育过程中的一个阶段.在该阶段中,雏鸟身体各部位生长曲线

的主要部分,H都只是
“
s” 曲线弯曲部分的一段 ,即部分逻辑斯蒂曲线 ,当 用逻辑斯蒂常

微分方程构造这样的部分逻辑斯蒂曲线生长的模型时,参数 r和 K的估计是很困难的.为

了减少估计参数所带来的困难,我们采用逻辑斯蒂方程边值问题 (b°undary problcm of

thc Logistic equation)
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图 1 角百灵雏鸟体重的观测值和模拟值比较
Fig. l  Conlparison of observed and

sinlulated body weight data for thc

nestlings

日龄(天 )
age (day)

5     7     9

日龄 Agetday)

图 2 角百灵雏鸟全体长观测值与模拟值比较 (图 2-8
的图例与图】相同)

F·ig. 2  Coin.parison of observcd and siillulated total

body length data r。 r thc Ilestlings (Thc legends 。F
Fig.2-Fig.8 are same 8s thc legend of Fig. l)

表 1 角百炅雏乌体蕉和体长增长
Table 1  1·

·he growth 。f body `'eight and body length 。f 刀/`ヵ
`op乃 ``'

`7pe‘`/`‘

 d`〃 .`'‘ J ilestlings.

体重(克 )
body weight

(g)

天增量(克 )
aily iilcreas

(g)

天增
daily

(|

量(毫米)

1il m)
aily increase

(mm)

全体长(毫米)
total body

length (mm
天增量(毫米)

0

l

2

3

4

5

6

7

8

纷

lo

】1

2,5

4.1

6.4

9.6

12.o

15.4

18.l

21.5

23.9

26.5

23.】

21,2

4.o

‘。
'

3.7

6.o

5.4

5.1

4.8

2.8

1.5

2,3

3,2

5.2

4,4

一
 
一

34,6

39.7

44.1

49,4

53.3

60,o

63,7

69.8

75.l

80.3

85,o

87.8

标准体长(

staildard
毫 米
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表 2 角百灵线鸟各外部器官坩长

T.able 2  
·
rhe grOw.th of various external organs of Erc9″ op乃|J￠ 钙J PcfJ/氵‘。′jv‘‘‘ nestlings.

日龄(天
age

(day)

翅长
(毫米 )
wing
(mm)

天增量
(毫米)
daily

(in in)

嘴蜂
(毫米)
beak
(nl n1)

天增量
(毫米)
daily

(】〖lIn)

13.4

18,2

23.4

28.9

35,8

42.4

47.o

50.9

6,9

6.7

4.6

3.9

9.5

9.5

9,5

其中

y:雏鸟的生长度量指标

`:以
雏鸟日龄计算的时问,破 壳孵出的当日 ‘=o

`0:指
标 ,“ s” 型生长的起始时间

`″

:指标 ,“ S” 型生长的终止时间

,t:在第
`0天

夕的观测值

y″ :在第
`￠

天 夕的观测值

/:指标 y的内禀增长率

Κ:指标 y的饱和值

此时,只须依据观测数据估计参数 r或Κ之一 ,并且在区间 [`O,`″ ]的两端点上观测值与

模拟值重合.根据估计的参数是 r或 K,分为估计参数的 7一方法、优化 r一方法和 K-

方法(周立,1986b).本文在利用边值问题(1)构 造指标的部分逻辑斯蒂生长模型时,统

一采用优化 r一方法根据观测数据估计参数 r.该方法的计算过程简述如下:

设日龄为
`“ `”

···
,′″时,指标 9的观测值为 70,y” ···,‰ ;并且在 `一

夕直角

坐标系下,点 (幻 ,巩),G,叽 ),·
··

,(′ ”‰)近似地分布于某一
“
s” 曲线上.对 于这样

有限区间上的部分逻辑斯蒂曲线增长 ,按下列步骤确定参数及解

1,对 于每一个取定的正整数 和(1≤ 仍≤ o,按公式
″’̂1

%一 责Σ ln(”
+】 /” )/△

`氵

        (2》
计算 '的初步估计值.其中 △

`J=”
+I-′

`.

2,利用边值条件计算 Κ值

(3》

o.1

1.3

1.4

1.0

o.9

1.8

0,7

0.o

o.0

0.o

o.o

天增量
(毫米)
daily

(mm)

尾
(毫米)
tail

(m】 )

1.0

2.1

3.7

6.3

8.8

l1.6

13.`

ls.7

2.2

1.8

2,6

1.8

2,7

1.o

2,3

1,3

0.o

o.0

0,o

4.l

4.7

9.‘

7.o

8,o

8.9

lO.7

11.5

l1.5

1】 .5

l1.5

l1.,

天增量
(毫米)
daily

(I【lm)

中趾(毫米
=【

liddle

(mm)

o,6

o.2

o.3

0.4

0.6

1.2

0.8

0.4

0.o

o.o

o.o

天增量
(毫米)
daily

(m nl)

班(毫米
tarsomeˉ

(iil m)
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图 3 角百灵维鸟标准体长观浏值与摸拟值比较

F.ig. 3  CoInp8rison of obscrved and siiilulated

standard body lcngth dat8 for thc nestlings

LI淤 Agc巛 o· )

图 1 角百灵雏鸟翅长观测值与模拟值比较
Fig.4 Coitlparisofl of observed and

siiilulated wing data for the ncstlings

3.对于每一个取定的非负整数 r(o≤ f≤ ″),将
'`连

同 1)、 2)步骤中得到的 厂‘、Κ

代人公式

1-L
Κ

的右端 ,计算 r的修正值 .

4.将 r的修正值代人(3)式 ,计算K的修正值.

5.将 '的修正值、Κ的修正值及 KccO的值代人

`·

'
,·

 =··盲 ——————̄=—————̄

K

则对于取定的 移、r(1≤ ″≤ ″,o≤ J≤ 掰),求得逻辑斯蒂方程边值问题(1)的 解析
解。

6.用每一点
``(0≤

`≤

m)上 (5)式 的模拟值 夕
`与

观测值 y`的平均偏差 (下称标准
偏离误差 )

1 △-i<·

`°

q· Fˉ
′′ (5)

J

∑ (歼 一为)2

`=o
″△△ 1

`
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作为目标函数 ,对所有的 ″、′:1≤ ″≤ 7,0≤ J≤ 仞 搜索使 sE(″ ,I)达到极小值

的 幼,南,将该 ″°、幻值代人(2)、 (4)式 ,并通过(3)、 (5)式 求得 r的最优估计值和具

有最小平均偏差的边值问题(1)的 解析解o).

二、角百灵雏乌身体备部位生长数学模型

1.体重:角百灵雏鸟的体重在 0-9天按部分逻辑斯蒂曲线生长,在雏鸟出飞离巢的

前一天(第 10天 )和当天(第 11天 ),体重连续下降 (图 1),故将体重生长过程分成 2个阶

段:第 1阶段为 0-9天 ,第 2阶段为 9-11天 .第 1阶段体重生长用逻辑斯蒂方程边值

洞题(1)描 述。从表 1和图 1可以看出,第 10天和第 8天、第 11天和第 7天体重近似相

同,因此假设第 9天前后雏鸟体重的变化是对称的,那么第 2阶段的体重生长用一代数方

程描述。根据观测值,经优化 r一方法计算,`=0· 473,Κ =30.73. 若用体重的常用符

号 四代替模型(1)中

`,于
是得到角百灵雏鸟体重生长动态方程

f一台;— 0· 473ω (1一量)

“ωl~— 2.5                  (7)
Iω |户 -26· 5;当 0≤ ·≤9 时
′沃o一 臼(18-`);当 9≤

`≤
11时

其解析解为
3o.73

1 + l1.29纟
^°·47:: ; 当 0≤ :≤ 9时

30.73
;当 9≤

`≤
ll时

曲图 1可见,按着采样点步长的尺度,角百灵雏鸟在 0-9天的体重增长没有达到稳定平

衡值 ,只是沿着逻辑斯蒂曲线的弯曲段生长 ,并在距K值尚远的地方停止了生长.角百灵

成鸟的平均体重是 34.2克 ,雏鸟离巢后在幼鸟阶段体重继续增长。

2.全体长:

ω(

~些 ~0.1:5L
u`

LI㈡ -3⒋ 6

L|H】 -87· 8

( `
I

/
1一 二

K

、

(8)

(9)

解析解为

当 0≤
`≤

11时

L~— 卫里丝丁=
1·1-2.30F^0·

够’‘

(0≤
`≤

11)

3,标准体长:标准体长是全体长减去尾长的差。其生长动态模型为

`
I

`

I兰生=0.220L(

)L|`刽 一3⒋ 6

tL|`=u=72.8

1_三
K
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4,翅长 :

生长曲线为

5.嘴峰 :
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图 5 角百灵雏鸟唠忤观浏值与模拟值比较
Fig. 5  ()0inpafiBOn 。f observed and

siⅡlulated bcak data for thc nestlings

留 ‘ 角百灵纶鸟咐眩观测值与校拟值比较
F.ig. 6  CoIn.parison of observed and si:【 lulatcd~

ta rso::lctatarsus 〈jata for t11c ilcstlin.gs

当 0≤
`≤

11时

E- 81.59

1 + 1.36f^0· 220:

(0≤
`≤

11)

芎;:;-0· 267L(1~壹
)

z|`~0-6,2

L|`~” -50.9

当 0≤
`≤

11时

(10)

E- 85.4o

1H-12.77F-⒍ 267′

(0≤
`≤

11)

△
⌒·

嘴峰的生长时间是 0-8天 ,第 8天以后嘴峰停止生长,为常数值 9,5毫米。
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若以停止生长时的嘴烽值(9.5毫米)作为逻辑斯蒂方程的K值 ,那么嘴泽在 κ/2-4· 75

毫米时,即第 0天生长速度最快. 事实上第 6天的生长速度最快 (表 2),故不能以停止

生长时的嘴峰值作为K值 ,用一条逻辑斯蒂曲线描述嘴峰在雏期的生长过程.为避免K

值的估计,0-8天的生长过程用边值问题(1)描 述,其生长模型为

~生 -o.180L(

‘Li㈢ -5· 0

ILI~— 9·5;当
′L(r)-9.5;当

1一 二
Κ)

模拟曲线为

6.附跛:

模型为

模拟生长曲线为

模拟曲线为

13.20

1+1.64eˉ⒑·1:O′

9.5;

o≤
`≤

8时
8≤

`≤
11时

当 0≤
`≤

7时

当 7≤|≤ 11时

;当 0≤
`≤

8时

当 8≤
`≤

11时

当 0≤
`≤

8时

当 8≤
`≤

11时

L(‘)-

咐跛的生长时间也是 0-8天 ,类似于对嘴峰生长过程的处理,其生长动态

{

(11)

(12)

(13)

〃.三 =o.377 L r1一 三、
l滋
`        

′   K/

‘L|J~o—·
5· 8

|LIH-21·6;当 0≤
`≤

8时
′L(r)-21.6;当 8≤

`≤
11时

L(`)一

L(f)一

|ITL33
△  

Γ ‘
’2·

^=

t2⒈ 6·

抑̌ ^0石

7.中趾:中趾生长于 0-7天 ,类似于对嘴峰生长过程的处理,0-7天的生长过程采

用边值问题(1)构 造模型,第 7天以后中趾长保持为常数.其生长模型为

r1~三、
`   K|/

l一丢子-0· 214L

`LI㈢

-4· 1

|L|归 -】⒈5:

′L(f)-11,5;

23,97

1 +4.85Fˉ 0· 21·‘

11.5;

;当 0≤
`≤

7时

当 7≤
`≤

11时
{

8.尾:雏鸟的尾在第 4天长出,为 了减化计算 ,将时间轴平移,以第 4天作为相对时

间轴的原点,令 7-`-4。 在相对时间轴上,尾生长的动态模型为
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图 7 角百灵雏鸟中趾观测但与摸拟值比较
F.ig. '  Co:n.parison of obscrved and si∶ llulated

iiliddle toe data for the nestlings

图 8 角百灵雏鸟尾长观测值与模拟值比较

Fig. 8 Conlparison of obscrved and
sinlulated tail data for t1△ c nestlings

(丿   1      3 o  【     3 5     7     9

日龄 Age(dan

ll

偿-Mu(l一受)

‘El¨ -1.o

lII0ˉ l⒌7;当 C(7≤
`时、(i)-0;  当一4≤:<C时

(14)

L(,)~∫了T^糕丽 ;当 0≤ 7≤ 7时

tO;        当 一4≤7(o时
按原来的时间计算 ,仍用 LC`)表示

其模拟曲线为

乙Cr)=

170Q

1+茈;沪 0.‘ 9“

`一

了;当 4≤
`≤

ll时

当 0≤
`(4时

以上各生长模型的模拟值及标准偏离误差 sE列于表 3和表 4,模拟曲线和观测曲
线 同时绘于图 1-8.由 sE值 (表 3,4)及图 1-8可见 ,除嘴峰数据不规则,模拟结果偏
差稍大外 ,其余各生长模型的动态曲线十分接近观测曲线.
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表 3 角百灵雄鸟体I和体长J0长铵揿位

Table 3  △
.he simulation of grow· th o1 body weight and body length of E`‘ ;″,op”

`:'
。Jp。‘

`'i‘

 JI“
`'‘

i nestlings.

日龄(天 )
agc (day)·

体且(克)
body weight(g)

全体长(毫*)
otal body le△ gth(】】〗】n) b

‘tandard
(ir i〖l)

o
1
2
3
4
5
6
7
8
9
·

0
n

2.so

3,82

5.7!

8,24

11.38

14,92

18,51

21.78

24.46

26.50

24,46

2】 .78

翅长(毫米)
wing(ill I〖 l)

唠详(毫 米)
b● ak(i:!IIl)

34,60

39.04

43.52

47.94

52.19

56.19

59.87

63,19

66.14

68,71

·70.92

72.80

sE o.694 o.652 o· 738

⒋ ‘ n百 工红鸟备外‘■亡0I0位

△
·
8ble 4  △

·
he Biillu18tioIl of grOwtIl of o8riout exte:Ilal oFga:ls of 2'‘;″o'乃 j:‘

:

`9p饣
‘
``,‘

c’″
`‘

9‘; :lCstlings.

`
'
h

天
<
《

Ⅸ
吵

日

8

中趾(毫米)
“liddle toc

(】【l::l)

4.lo

4.88

5,76

6,75

7.83

9.00

lO.23

l1.50

l1.so

l1.50

!!.50

l1,so

o.178

尾(t米)
tail(m ill)

6.20

7.92

lO.06

12.68

15.84

I9,58

23.89

28.74

34,03

39.6】

05.30

50.90

1.632

5.00

5.5`

6.15

6.”

7.34

7.9】

8.47

9.00

9,50

9.50

9.50

9.50

o,00

o,00

o,00

o.00

1.00

1.89

3.41

5.72

8,‘ ,

l1.63

14.06

15.70

5E o.404 o.265 o.226

讨  论

角百灵雏鸟身体各部位的生长 ,以 内禀增长率 r的数值(即相对生长速度)大小排列,

依次为尾(0·691),体重(0.473),跗踱(0.377),翅 (0.267),标准体长(0.220),中趾 (0.214),

全体长(0.185)和嘴峰(0.180)。 体重生长较体长快,尾的生长时间较晚,但相对速度最快 .

根据生长模型(7)-(14),身体各部位最大绝对生长率 C筹
·或 -劈

J出 现的时 间早晚

跗班(毫米)

5.80

7.6⒌

9.79

12.II

14.47

16.69

18,66

20.30

21.60

21.60

2I.60

21,60

(i iil)
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34.60

39.21

44.10

49.20

54,42

59.70

64.93

70,03

74.93

79.55

83.85

87.80



(即生长的早晚),依次排列为标准体长(第 1-2天 ),跗踱(第 3天 ),嘴峰和全体长(第 4-5

天),体重(第 5天 ),中趾(第 6-7天 ),尾 (第 7-8天 )和翅(第 9-lO天 )。 雏鸟体长的生

长较体重早。从外部器官:的生长发育来看,跗踱最早,且相对生长速度较高;.嘴蜂次之,但

其相对生长速度最慢;中耻再次之,且生长较慢;尾的发育较晚,相对生长速度最快;翅的

发育最晚,相对生长速度中等.

外部器官生长早晚的顺序,取决于每个器官行使本身功能的先后。雏鸟刚孵出时,活

动很少,仅是用腿支持身体乞食,用嘴接受亲鸟的喂食,故咐班和嘴此时生长最快。随着

体重的增加和活动量增大的需要,中趾迅速生长。而作为飞行器官的尾和翅,此时是用不

着的,故其生长发育较晚。待嘴、附踮和中趾生长完备后,在出飞之前 2-3天 ,尾和翅才

迅速的生长起来,为雏鸟离巢出飞做好准备。
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STUDIEs ON THE GROWTH OF NEsTLINGs IN THE
HORNED LARK(EREJ叼ropⅡ

`L^^LPEsrRrsEL″Esr)

I.IMIATHEIMIATICAL GROWTH MODELS FOR
EACH BODY PART

zhou Li

(Ⅳ。
``乃

″c‘ rP`σ c召 ,‘

`″

f`″″rc o` B|c′ ogy, '‘·
cde`″ |Bs|″氵cc)

studics oI∶ thC growth of ncstlings arc Onc of thc most important tasks iil bird biology-

Rcccntly, inathein.atical inodcls arc notiCcd, Inany studics on thc growth of birds have lDccn

rcportcd.

T·ht papcr provides mathcmatica1 gro、 vth inodcls for each bo.dy part of nα ;tlings iIl thc

horncd lark(E'召勿。

`汤

氵′cc``'‘′r打 c`锣6i). ThC data for thc growth wcrc obtaincd froln the

H|aibci Alpinc iMcadow Eoo1ogy Rcscarch station, Acadeinia sinica (Tab·  1-2).

Main curvc parts in In。 st of obscrvcd CurVcs of grolvth for cac△.body part (indCx): body

w·cight,total body length,standard body lcngth, wing, beak, tarsutnctatarsus, nuddlc toe and

the tail of thc ncstlings, almost changc a1ong winding portions of thc Logistic curvc in the

limitcd pcriod of t1mc(the ncstling pcriod:0-11 days). Bccausc of the dccrcasing difficulty

to cstimatC parain~ctcrs, a modcl of gro、 vtI1 of cach indcx is constructcd V`ith thc lx)tIndary

problcm of thc Logistic cquation(1):

匆/动 一
r· 9· (1-7/t)

yl‘
=,。 =幻

川`~%=yヵ{

(1)

私̀ hcre

y=· quantity of the indcx

r==thc instrinsic growth ratc

t-thC saturation value of thc indcx

`=timc(day age)
70==thC initial tiFne at Ⅵ7hich thc indcx bcgins to grow along 

‘‘
s’

’
 curvc

yO==.thc 。bscrved Valuc oI thc indcx at o0

9、 ==thc cnd timc at Ⅵ̀ hich the indcx finishcs growing along 
“

s” curvc

yヵ =̄the obscrvcd valuc of the indcx at `、 ,

A para1η.etcr k or r is only Cstimatcd accroding to obscrvcd data, anothcr is dctcrinlincd by thc

boundary conditions of thc boundary problci△ l (1) E.stn1ating paran△ ctcrs arc dividcd to r-

mcthod, k-mcthod and thc optimum r-mcthod(zhou Li,1986).iHCrc thc optimum r-mcthod

īs uniformly uscd to cstimatc paramcter,r,calCulative procedures of the optimum r-method

cstimating r according to obscrvcd data arc dcscribcd by ￡°rmulac (2)-(6)  Finallb cqua-
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tions (7〉 -(14) arC rcspcctivcly modcls of grow1h of cach indcx.
Body wcight(g.)

f'`‘ 9/氵莎—·0.473· 刃·(1-″ /30,73)

l锣 |!=Q==2.5

|彡t`|、=9=26.5;
1`‘丿(`)一

`‘

丿(`-18);

analytical solution

锣(`)=30.73/(1+11.29'ˉ 。”脚);if O≤
`≤

9

`‘
`(`)=″ (`-18);·    if 9≤ ,≤ 11

Total body lcngth(mm)

泷/励 -0.185· L· (1-L/114.32)

L|‘=0-34.6
;|:~1】 -87.8;

0≤ 9≤ ll

L-114.32/(1+2.30Fˉ O le’′
)

(0≤
`≤

11)

standard body length(mm)

`L/拓
=0,220· L· (1-L/81.59)

LIr剖 =34.6
L|`=II-72.8

analytical solution

E-81.59/(1+1,36「°·22°彦
)

Wing(mm)

`L/‘

饣r-o.267· L· (1-L/8⒌ 40)

L|`剖 =6.2
L|F11-50.9

analytical solution

z=85.4o/(1+12,77`^° 西7′

)

Bcak(mm)
刀γ幽 =0.180· L· (1-Z,/13.20)

z∶ l:剖 一 5.0

L|:~:-9.5;      if O≤
`≤

8

E(`)-9.5;      if 8≤
`≤

11

if O≤~≤.9

if 9≤ 9≤ 11

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

{

∫
l

{

{

.analyticat solution

L(r)-13.2/(1+1.64疒 0· 1助′); if O≤
`≤

8

L(`)-9.5;          if 8≤
`≤

11

and cquations(12)-(14)arc。mi“ed hcrc,

simt11atcd results conform wc11 to the obscrvcd data(Tab.1-4, Fig,1-8)。

·140·


