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主成分分析
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雏鸟的生长是一个复杂的过程,通常用体重、体长和各外部器官等众多的生长度量指

标来描述。然而 ,每一个特定的指标只能描述雏鸟生长的某一侧面,例如体重和体长只能

分别刻划雏鸟身体重量和长度的生长,并且这些指标的增长往往不是同步等速的.如何

利用这众多的生长度量指标综合地、定量地估计雏鸟整体于各日龄生长的快慢和整个个

体生长状况,关键在于在这些生长度量指标的基础上寻找一个称之为生长指数的综合度

量指标。 生长指数应尽可能多地携带各指标提供的信息。 它将多维信息浓缩为一维信

息,在损失少量信息的条件下 ,大幅度降低信息维数 ,使人们容易认识研究对象的数量规

律。由于研究对象的各指标之间,常常存在着某种内在联系,并非独立,即存在着相关性 ,

故通常采用主成分分析方法去科学地寻找综合度量指标。

本文探讨青藏高原鸟类优势种角百灵 (E″仍op历Jo JJPc‘,”‘o饧“f)雏鸟各生长度

量指标之间相互关系;利用主成分分析方法确定生长综合度量指标生长指数 ,并依据生长

指数分析雏鸟生长规律 ;根据各指标对生长指数的贡献大小 ,确定各指标对雏鸟整体生长

状况的影响(作用)大小及其相对重要性。

一、材 料 来 源

角百灵雏鸟生长的各度量指标:体重、全体长、标准体长、翅、嘴峰、跗呱、中趾和尾各

日龄数据,取自郑生武C1984)在海北高寒草甸生态系统定位站地区的调查报告,列于表

1.

二、主成 分 分 析

用随机变量 y” y” ...,y:表示上述 8个生长度量指标。 将每个随机变量逐日取
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l1,5
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样数据按列排列,得到一个 12× 8阶矩阵,记为矩阵 y=(物),助 表示变量 y`在 第
J-1天的取样值 (J=1,2,· ··,12,`-192,· ··,8)。  由于主成分依赖于各度量指

标所使用的尺度 (量纲),故将各变量标准化,以消除量纲的影响,即将矩阵 y按列标准化

r..~2左工二上              了1、

√‘″
J=1,2,· ··,12;'^1,2,· ··,8

其中

∑ y天

`y`^号
厂

‘″一击Ξ(幻一死):

`-1,2,⋯
,8

指标 Indcx

体崖匡|Body weight

全体长.·r。 tal b。 dy 1cngt

标准体长. standard body
length

翘 wing

嘴泽 Beak

跗摭 Tarsometatarsus

中趾 Middle toe

尾;Tail

均值 Mean
standard deviation Variation coefficicnt

15.36

61.9o

5‘ .74

24.35

7.63

16.o2

8.88

5.24

8.27

18.Oz

12.71

16.31

1.77

5,79

2.91

5.84

o.54

o.29

or22

0.67

o.23

0.36

0.33

1.ll
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2.5

4.l

‘.4

9.6

12.o

I5.4

18.l

21.5

23.9

26,5

23.1

21,2

表 2 备狩标的均位和标准自△

Tablc 2  Thc mcan valuc and standard dcviation for each index.



令

X`-(rl” 劫”···,△ )r

`-1,2,⋯
,8

则 X” X” ···,X:是标准化后的 y” y” .。 .,y:,记矩阵 X-(X】 ,x2,· ··,X:)=
(勤 ).显然有期望 E(X`)-0,方 差 Var(X`)-1(`-1,2,· ··,:)● 歹

`、

‘
``分

别是

随机变量 y`(`~l,2,· ··,8)的期望和方差的无偏估计.y:,y” ...,y8的 均值(9`)、

标准离差 (√ J″ )及变异系数

`工

;;L丿
列于表 2. 由表 2可以看出,各指标的标准离差

在 1.77-18.02之间,以全体长最大,嘴峰最小。尾的变异系数最大,翅次之,标准体长变

异系数最小 .

令

%=击目0虹 一n)(y灯 一,`)      (2)

^ˇ

′,9ji V‘

``

(3)

j,f-1,2,⋯ ,8

则矩阵 s一 (‘‘
`)、

R-(h`)· 分别是初始随机变量 y” Y” ···,Y:的协方差矩阵和相

关矩阵的无偏估计。容易看出,相关矩阵R也是随机变量 X” X” ···,X:协方差矩阵的

最好估计。随机向量 y的相关阵即随机向量X的协方差阵R列于表 3. 由表 3可见,各

变量 y.间均显著相关。 除尾 (y:)与中趾 (V7)、 尾 (y:)与附班 (y6)和体重 (Y】 )

相关系数分别为 0.82、 0.84外 ,其它各变量间的相关系数均在 0.89以上.

i0相 关走许 R

T8blc 3 Correlation M.atriX R

r订 =̄

指 1疗
t lrldcx 5

1.00

o.95

o.97

0.90

o.98

o.99

0,98

0.84

o,98

0.95

0.98

0,89

0.97

0.99

1,00

o,82

o.99

0.97

0.99

0.90

o.97

1,00

o.99

0.94

o.84

o.95

o,89

o.99

0.90

o.84

o.82

1.00

把随机变量 X.看作 8维空间的坐标轴,则随机向量 X一 (X” X2,· ··,X:)的每

一个样本值 P人 ^(幻 ,r炉 ,·
··9:k8)(天 -1,2,· ··,12)就是 8维空问中的一个点.求

随机变量 X” X.· ··,X:的主成分 z” ‰ ···,z8,实际上是将坐标轴绕原点旋转,即

对随机向量 X-(X” X” ···,凡)做一适当的正交变换

z=XL                 (4)

其中

z一 (″”z” ⋯ ,⑹

0.95

1.00

o.99

0.98

0.97

o.97

0.95

o.95

o.97

0,99

1.00

o.94

0.97

0,99

o,98

0,89

0.90

0.98

0.94

1.00

o.94

0.9()

o.89

0,99

2 3 4
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L=(`”
`],·

··,J:)一 (`” )

J.一 (`】
;,`2”

···,‰)T

氵 ==·  19 2,  · ·
, 8

厶是正交矩阵

LLˉ1-L LT-r              (5)

符号r表示转置,使得点 Pl,P2,· ··
,P】2到新的坐标轴 ″l的距离平方和最小。 根据商高

定理,也就是使新的坐标轴 ″:上的方差最大.在 ″l的正交子空间中,这些点在坐标轴 z2

上的方差最大,余此类推。由主成分分析方法 (Grecn,1976)可知,`j(J-1,2,· ··98)

是方程

(R-″ )`J-0             (6)
的解。由矩阵 L的性质 ,Jj是 非 0向量,因此(6)式等价于

|R-1rl=o
即 JJ是随机向量x的协方差矩阵R的特征向量.显然R是对称半正定矩阵,因此可设其

特征值为 1】 ≥九≥ ···≥杨≥ 0,71,/r· ·,78为相应的正交规则化特征向量,若不

计符号,必有

`j=⒎
 (J-1,2,· ··,8)

所以,通过求矩阵R的特征向量确定的 L=(氵 I,坑 ···,J:)是上述要求的正交变换 矩

阵。于是

RI-L^                 (7)
这里

「
al^   () l

l 九2   1
I ^     I

LU 
·

1:j

由 J;(J-192,· ··98)的正交性

主成分 zi的方差

由于

'l

zjTRL·ˉ

^

Var(h)一 刀(z;)-E(亻 zi)

一
`歹

E(xTX)`j

=`「R``=△

主成分 z.和 z`(i柒

')不
相关

(9)

(lO)

E(ziz`)=亻 E(XTX)``

一
`「

R``一 凡
`Jr′ `

~fO;氵 戈′
t凡

`; 
丿==`

∑ △=∑ var(x.)

从方差反映信息的角度来看,第 氵个主成分 留j的方差 无
`占

原指标 X氵 (J-1.2,· ··,8)
· 144 ·
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总方差的百分比九/氵E11`,表
示主成分 zi反映原指标信息的多少程度 ,称为主成分 zi

的贡献率。而前″个主成分的总贡献率
Ξ

△/Ξ 幻称为 z” ″”⋯ ,z″ 的累计贡献

率。

根据协方差矩阵R的特点,我们采用 Jac。 bi方法计算特征值和正交规则化特征 向

量.矩阵R(表 39的特征值及相应主成分的贡献率列于表 4.

表 4 特征位和质献率

Table 4 E.igenstruturc Values and contribution ratcs.

7

特征值 △j

Eigenstruturc
value ai

zj贡献率 为 Con~
trlbutlon ratc

7.6035 o.3268

0.950 o,041

3.3760×
lO^‘

.5101×
lO^’

o.42×
lOˉ

‘
o.31×

lO^’

第 1主成分 z:的贡献率为95%,即 z:反映了原指标 95%的信息。

对于一个指标灼而言,主成分 z`与 X氵 的相关系数

p(z” 洱)=√TJi`            (11)
称为主成分″

`对
指标 Xi的因子负荷量 (factor loading)。  由于 X.是 z” z” ···,z:的

线性组合,因此

∑ p2(z欠 ,洱)=∑ 凡人J;及 ^var(Xi)-1
久ˉ1           大ˉ 】

称

”-· 2务
专;言;2-p2(z天

,X· )

-凡次J;天                      (12)
为主成分 z欠 对指标 济 的贡献率 ,它表示 z天 携带 X.信息的百分比。主成分 ″1对 Xf的因

子荷量和贡献率列于表 5. 表 5显示主成分 z1除对指标 X:的贡献率为 86%外 ,对其他

指标的贡献率均在
(95%以

上 ,即 z】 携带了这些指标的 95%以上的信息.

表 s 主成分 zl对指标 :j的因子负有△和贡志串

△
·able 5 ·rhc factor loading and contribution ratc °f t1】 c principal

Coi[lponCnt zl for i【 ldexeB ×i.

3 5 6

`

因子负荷丑
F‘l。 tor 1oading

p(多”ri)

贡献率 vj

Contribution

o.976 o.995 0.99I o.995 o.989 o.981 o,975 o,926

o.95 o.99 0.98 0.99 ().98 0.96 o.99 0.86

由于第 1主成分 zl反映 了全部指标 X” X” ···,X:所包合信息的 95%,而其余的

7个主成分只载有 5%的信息,所以只取一个主成分 z:作为刻划雏鸟生长的 8个指标复

o,0461

5.76×
lO^’

4 5

5.0367×
lOˉ

‘

o.63×
lO^s

1.1342×
lO^;

o.14×
lO^‘
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杂数集的一个概括,几乎反映了原指标的全部信息。这样就将载有这些信息的有效维数

从 8降到 1,使得对雏鸟整个个体生长的分析变得直观、容易,经计算,al的正则化特征

向量 JI-(0.35,0.36,0.36,o.35,0.36,036,0.35,0.34)r,于 是
zl=XJ】 -(X” x” ···

,X:)`‘

-0.35(Xl+X4+X,)+0.36(X,十 Xa+X,+X‘ )+0,34X:   (13)
我们定义 z】 为雏鸟的生长指数,作为雏鸟整体生长状况的综合度量指标。 ″:是原指 标
Xj(I-1,2,· ··,8)的线性组合,在 zI的表达式中各指标的系数 (或各指标的权)的大

小 ,表示该指标对雏鸟生长指数的贡献大小,亦即对雏鸟整体生长状况的影响 (作用)大
小.各指标的系数在 0.34-0.36之 间,可见标准化后的原指标对雏鸟整体生长的作用几

乎是相等的,其相对重要性几乎是相同的.根据原指标 y” Y2,...,y:于各日龄的取样

值(表 19,由 C13)式 计算的角百灵雏鸟于各日龄生长指数值列于表 6.表 6显示 ,在雏期的

前 9天里每天都有较大的生长指数 日增量,其中以第6、 7天雏鸟生长的最快。第 10.11天

表 6 各 日龄雏鸟的生长指彼

Tablc 6 Thc gro、刀·th index for cach day agc oF nestlings.

日齿令Day age

生长指数
(∶;rOwtb index

日增I
I∶)aily incrcasc

-4.16

3

-3,47 -2.8 -2,07

o.69 o.59 o,8I

ll

3.23 3.44

o.25 o.21

生长速度显著减慢 ,生长指数 日增量比前 9天的最小值的一半还小,标志第 10天以后雏

鸟的生长发育进人缓慢阶段。

由多元田归理论可知,标准化后的原指标 X” X” ···,汛 对主成分 z” z” ···
,zε 可

以建立回归方程 ,回 归方程恰好为

X-zLT                (14》
若只取一个主成分 z” 则田归方程为

X-z`F
即

X!一
`“

':

X2-`21z!               (15)

X:-`e】 z!

相关系数的平方
p2(X。 z1)一 vJ               (16)

注意表 5,除 死-0.86外 ,余下的 vJ值均在 0.95以上,说明(15)式 中大部分表达式是较

精确的,这意味着大部分指标近似程度不同地成比例变化.在表 5中 ,巳 与全体长 (x2)、

翅长 (X()的相关系数均为 0.995,(15)式 中的

X.2ˉ=0.36z】

X4=· o.35zl

几乎精确成立,说明指标 X2或 X4的值可以几乎精确地确定生长指数 留1的值.因此可以
用全体长或翅长的观测值相对地衡量雏鸟生长的快慢和整体生长状况.翅长的变异系数

·146·
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-1.35

o,72

-0.43

o.92

o.62

1.05

1.64

1,02

2,39

o,75

2.98

0.59

o l 2



远大于全体长(表 2),翅长随日龄相对幅度变化较大,用翅长观测值相对度量雏鸟生长较

全体长为好。

一
      .1.       `J~

二
=、
  刊′   纟舌

1,角 百灵雏鸟的各生长度量指标之间显著相关,相关系数均≥0.82.

2.各生长度量指标的第一主成分为

z:-0.35(X:十 X4+X7)+o.36(Xa+X;+X,+X‘ )十 0.34X:

X” X” ···,X:分别是标准化后的体重、全体长、标准体长、翅、嘴烽、附班、中趾和 尾.z‘

反映全部生长指标携带信息的 95%,定 义为生长指数 ,作 为雏鸟生长的综合度最指标.各

生长度量指标 洱(J-1,2,· ··,8)对生长指数贡献几乎相等。

3,雏期的前 9天雏鸟生长较快,尤以第 6-7天生长最快 ,第 10天以后雏鸟的发育进

人缓慢生长阶段。

4.X2=o.36zl和 托 -0.35。I几乎精确成立,因此可以用翅长或全体长相对度量

雏鸟的生长状况 .
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sTUDIEs ON THE GROWTH OF NESTLINGs IN THE
HORNED LARK(ERE″ oprfr二

^.^LPESTRrC FLV/EsT)II.THE PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIs oF MEASURING
INDEXEs FOR NESTLINGs’ s GROWTH

zhou Li

〈
^′

o``石″c‘‘ P`o`'口“ j功‘‘′
`“

:r of B|o′ ogy, 彳ε。
`c仿

jc si″;cc)

Thc growth of nestilings is a complicated proccss, which dcpdnds on both gcnctic and

external factors. studies on the growth of nestlings havc many ineasuring indcxcs,such as body

weight(xl),total body length(x:),standard body lCngth (x:),wring (x4),beak (xs), tarso-

metatarsus(xB),middle toe(x:)and tail(xt)(Tab.l-2),however n()Ilc of th6c indcxcs cao

completcly dcscribc thc body growth of ilcstilings, but a side of tbe growth.

In ordcr to use the molti-indcxcs quantitativcly to!ncasure body growth of nestilings, we

nccd to scarch a co:Ilprehensivc indcx 、̌.hich is a lincar combination of the Inulti-indcxcs. B· C-

causc therc is a closc correlation among thc multi-indexcs(Tab.3),wC usC thc method of prin-

cipal componcnt analysis to find thc c()mprehenivc indcx.

``7rite X-(孑”r2,:;,r49r” ,‘,功 ,r:)
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X is a random vcctor. ′Ve construct a orthooransforn1 m.atrix L for X and write

z=XL

v`herc

z一 (z” 22,z” z” z” z‘ ,幻 ,″ B)

L-(`”
`2,氵

^,`”
氵”

`‘

,” ,J:)

LLr—·r

Jj-column vcctor(r-1,2,· ··,8)

s。 that

RL=LB

whcrc

Ft-thc corrclation matrix among random variablcs rt, r2,r;,r(,r,,‘ ‘,;r`, `:.

B0· a diagona1 8-ordcr matrix

diag B-(多 ” 九,多” 多4,莎,,;‘ ,侈” 九)

多
`-thc cigcnstruture Vatuc of thc matrix R(多

!≥ 沙2)九 ≥沙4≥

多,>彡‘≥沙7≥ 气)

thcrcfor

z一 XL

is the principal component vector of the :andoⅡ l vcctor X.

Bascd on inulti-indcxcs data, wc obtain the 】irst prin9ipa1 G。 mponent

z!=0.35(rl+r4+;r7)十 0.36(劫 十
`;+奶

十 9‘)+0,34=:
which is callcd a body growth indcx.  Its contributioil ratc is abovc 959b i,c. zl kccps abovc

95%.information of original indcxcs(Tab· 4 5)·  Numcrical valucs of z】 with thc passagc of

day agc or ncstlings can ovcra11 describc body growth of nestlings(Tab.6),1osing lcss tllan 5%

inform3tioIl and dccrcasing information dilnensions from 8 to 1.

According to valucs of zl (Tab·  6), body gr(〉wth of ncstlings in thc borned lark is rapidcr

during thc first 9 days of the ncstling pcriod,speciallv,body growth ofthc 6th and 7th day of

thc ncstling pcriod.is tbc rapidcst.

ln addition, 、vc can know that thc rclativc ilmportancc of thc rncasuring indcxcs for incasur-

ing body gro、 vth of Ilcstlings alFn()st is cq11al onc anothcr fronl thc cxprcssion of z1.
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