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用逻辑斯蒂方程边值问题构造

生物学指标数量动态模型
水

周 立
(中国科学院西北高原生物研究所)

前  言

在生物学中,许多生物学指标的数量变动呈
“
s” 型曲线。长期以来,人们在如下的

假设下:0所考察的生物学指标由于单一因素— 饱和值 (satura乩 n valuc)或环境容纳
量 (car,ing capaci” )的限制下阻滞增长。② 与该生物学指标有关的其他生态因子近似

不变。采用逻辑斯蒂方程初值问题 (htlal valuc pmblcm of Lc)妒耐c equation)

dy/dt-r.y· (1-y/k)

ylt=t。 -”{

(1)

这里

y:考察的生物学指标的数量

t:时间

r:内禀增长率 Cntrinsic growth ratc)

k:y的饱和值或环境容纳量

、:考察开始时间

yO:t。 时 y的数量

构造了许多简单确定性的理论数学模型 (May,1975,1976;梁 杰荣等,1984)。 用以模

拟该生物学指标的数量动态 ,研究稳定性及数量预测。其中,最著名的这类模型,是在有

限资源限制下的种群密度阻滞增长模型。当实际环境条件接近上述假设时,该类简单模

型往往能反映在自然状态下所考察的生物学指标的性状。在逻辑斯蒂方程中,含有 2个

参数 r和 k,需要根据实验数据进行估计。采用常用方法 (∏丑0xIIHecK渍 ,1961;Andrcwa-

rtha and Birch,1954;万 昌秀等,1983)估计 k值 ,实验数据中需要有达到稳定平衡的观

测值。因此,这类数学模型主要是针对观测数据在考察的时间区间内达到稳定平衡值的
·

生物学指标建立的。在该时间区间的右端 ,初值问题(1)的积分曲线逼近饱和值或环境容

中承蒙更武平教授指导,王祖望教授审阅文稿并提出宝贵意见,特此致谢。

本文 1985年 10月 10日 收到o
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-纳
量直线 y-k,几何直观上近似成一水平线。当该时间区间的右端点是∞点时,积分
曲线渐近稳定,y-k是 其稳定点。对于在考察的一段有限时间区间内,观测值没有平
衡稳定值,只是按着

“
s” 型曲线平衡稳的弯曲段数量变化的生物学指标,例如,由于种

种原因我们只观测到
“
s” 型数量变化的生物学指标的未达到平衡稳定的一段观测值,或

者生物学指标本身或生物学指标的某一阶段数量只是按着
“
s” 曲线弯曲部分数量变化

(如在一定时期内的动物体重、体长及其他器官的生长),下面简称这样的生物学指标为
“
部分逻辑斯蒂曲线数量变化

”
;用逻辑斯蒂方程初值问题(1)构造数学模型描述其动态 ,

按着常用方法估计参数 k有一定困难。通常在确定 k的估计值之后,用最小 2乘法拟合
技术获得 r值 ,r值的准确性直接依赖于 k的估计值的精确程度。 本文引人逻辑斯蒂方
程边值问题 (bouildary valuc problcm of Logistc cquaton),构 造在有限时间区间上

“
部分

逻辑斯蒂曲线数量变化
”
的生物学指标的简单确定性数学模型,在两边界点上模拟值与观

测值重合,只须根据观测数据估计两个参数 r或 k之一的值,另一个参数由边值条件确
定。根据数据估计参数 r,从而获得数学模型及其解的方法简称为 r~方法;而根据数据
估计参数 k获得数学模型及其解的方法简称为 k一方法。

二、逻辑斯蒂方程边值问题

设生物学指标 y在时间区间 [t” tn]上的采样点 、,△ ,· ·····,tn上的采样值分别
为 yo,y” ······,yn。 在 t-y直角坐标系中,点 (、 ,yO),(t!,y1),· ·····,(tn,yn)近似
地分布在一

“
s” 型曲线的弯曲部分。用逻辑斯蒂方程描述生物学指标 9在区间 [%,tnl

~L的变化,若指定逻辑斯蒂方程在边界点 、和 %上的 y值 ,则称为逻辑斯蒂方程边值
问题 ;而边界点上的约束条件 ,称为边界条件。即用逻辑斯蒂方程边值问题

dy/dt-r· y· (1-y/k)
ylt~、 =yo
y|t~tn-yn

(2)

其中

y:生物学指标的数量

t:时间

%:研究生物学指标 y数量变化的起始时间
y。:`时 y的观测值
t。 :研究生物学指标 y数量变化的终止时间
vn:tn时 y的观测值
r:生物学指标 y的内禀增长率
k:饱和值或环境容纳量

描述生物学指标 y在时间区间 [△ ,tnl上的数量动态变化。在逻辑斯蒂方程中,y/k
表示在饱和值或环境容纳量允许的条件下,生物学指标 y的数量按百分比计算实现的部
分,(1-y/k)表示尚未实现的部分。 y在时刻 t的增长率 dy/dt与内禀增长率 r,y
在 t时刻的数量及在 t时刻未实现部分的百分比 (1-y/k)成正比,并且 y对增长率的
反馈是瞬时起作用的。方程的右端 r.y· (1-y/k)是 y的二次函数,即 7的增长率是
·232·
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非线性变化。r、 k)0,根据二次函数的性质,y的增长率在区间 [t。 st。 l中的某一点
达到最大值,若该点是极值点(稳定点),则 y的增长率从 %开始递增,在极值点之后递
减,y的数量呈

“
s” 型变化;若该点不是极值点,则 y的数量只是沿着

“
s” 型曲线的下

弯段变化,样子很象指数曲线。顺便指出,一个函数 f(y)的极值点或稳定点,是指使
df(y)/dy-0的点。逻辑斯蒂方程的通解为

y0k/(1△ cc^rt)           (3)
C是积分常数 ,该曲线族的上渐近值为k(当 t→ ∞时)。 由边值条件,边值问题(2)的解
y￠ y(t)在 区间 [、 ,t。 l的两端点与观测值 yo、 yn重合,即积分曲线通过点(%,yo)和

(t。 ,yn)。

rˉ方  法

对于逻辑斯蒂方程

dy/dt-r· y· (1-y/k)             (4)
当了的值与 k相比较小时,(1-y/k)≈ l,于是近似地有

dy/dt 1·=r· ly                               (5)

即在
“
s” 型曲线的下弯段,y近似指数增长。(5)的通解为

y0clcrt                 (6)
其中 c1是积分常数。

设 1)边值问题(2)的解曲线 y-k/(1+cc^rt)与 观测值曲线很近似,即有 yi≈

k/(1+cCˉ rd)(i~1,2,· ·、···,n-1)(i-0和 n时 ,由边值条件显然等号成立)。
2)在区间【△,tnl上的一部分采样点 、,t” ······,tm(m≤ n)上观测值 y” yb· ·····,
ym相对于k值较小,那么边值问题(2)近似等价于初值问题(5)(当 %≤ t≤ t血 时),因此

近似地有

y-clciq;i~0,1,2,· ·····,m

于是

1 nyi-lnc1△-rti; itˉ 0,1,· ·····im
从而

r-(1 oyl+1-1nyi)/(ti+,-tD; i-0,1,· ·····9mˉ 1    (7)
令
^ti=t”
!-ti,考虑到观测误差和观测值的离散性 ,取各相邻时间节点按(7)式计算

的 r的平均值

r-(1/m)∑ (1oyi+I-lnyi)/△ ti
iˉ o

-(1/m)∶Σ)1n(yi+l/yi)/△ ti
iˉ 0

作为逻辑斯蒂方程内禀增长率 r的初步估计值。将方程(4)变形为

r-(dy/dt)/[y(1-y/k)]

方程(5)变形为

(8)

(9)
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r=(dy/dt)/y                             (10)

为了区别起见,将逻辑斯蒂方程(4)中的 r记为 rL,指数方程(5)中的 r记为 re,(9)式

除以(10)式 ,因为

yi≈ clc“ ≈k/(I十 ccˉrtl)          (11)
i-0,1,⋯ ⋯ ,m

于是有

rL/rc≈ l/(1-y/k)             (12)
因此

rL≈ rc/(1-y/k)            (13)
从前面的推导过程可以看出,(8)式估计的内禀增长率 r,实际上是指数方程(5)的内禀增

长率 re,所以应按(13)式修正 rc,求得逻辑斯蒂方程(4)的内禀增长率 rL。 当 y相对于
k很小时,这种修正意义不大。但一般说来,观测值 yo,yb· ·····,ym相对于 k在通常
精度下可能不是很小,1-y/k距 1相差较大,由 (8)式估计的 r(≈ rc)与逻辑斯蒂方
程的 rL相差也较大,需要按(13)式修正 r,否则以 r作为 △的估计值偏低。

利用(13)式必须估计参数 k和选取满足(11)式的 yo为此,将逻辑斯蒂方程(4)的通
解表达式(3)变形为

yˉ k/(1十 kc^rt+cO)-k/(1十 kCccC^rt)       (14)
式中 旬满足 kc助 一

c,代入边值问题(2)的边值条件

fy|t=t。 =k/(1+kc^rtO+cO=yO        ⋯ 、
1y|t~tn-k/(1+kc^rtn+%)~yn         ′ '

解(15)式得

rkCc9一 (yo-yn)/(ync^rtn~y。 cˉtO)       '.'、
tk-y。 (1+kcttc^r“ )             ′ '

若将时间轴平移,使得 、-0,则 (16)式可化简为
fkc-(yo-yn)/(ync^rtn-yO)          '⋯ 、
1k-y。(1+kccO)              ′ '

将 rL的初步估计值一 由(8)式计算的 r代人(16)或 (17)式 ,即得到满足(2)的边值条
件的 k的初步估计值。(13)式中的 y值显然应从 y。 ,y” ······,y】 中选取。 一般说
来,观测值 yi(i-0,1,· ·····,m)随下标 i递增,选取 yi大 (下标大),由 (13)式
得到的 r.也大。实际使用中,应根据数据情况选取m和 i(即 yO。 一般情况下,m应选
取较小的正整数,例如 m-2;取 i-m-l(即 y=ym~1)就可得到较好的拟合曲
线。

将上面得到的 r,k和 y的估计值代人(13)式右端,得 rL的修正值,再将 rL的修
正值代人(16)或 (17)式 ,计算出修正的 k值及 kCc9,把修正的 rL,k,kccO代人(14)式 ,
就得到了边值问题(2)的解析解。为了便于应用,将 rˉ方法的计算步骤归纳如下:
1)选取 m,按 (8)式计算 rL的初步估计值 r(≈ re)。
2)按 (16)或 (17)式计算 k的初步估计值。
3)将 r.、 k的初步估计值和选取的 yi代人(13)式右端,计算 rL的修正值。
4)将 rL的修正值代人(16)或 (17)式 ,计算k的修正值及积分常数 kc助。
·234·



5)把 rL、 k的修正值及 kecc代人(14)式 ,即得到模型(2)的解析解。
3)、 4)步骤实际上是逐步修正 rL和 k的迭代方法,1)、 2)是估计 rL和 k的初值。由

于m和 i(yi)选取的一定程度任意性,所得到的(2)的解拟合观测值可能不是最佳的。

四、 Kˉ方  法

逻辑斯蒂方程(4)的两端对 t求导数

约 /de~r.(1~2v/k)      --  (18)
令 d￠/dP-0,则

y-k/2 0 yF            (19)
是 y=y(t)的拐点 (inflection point)。 当 y(yF时 ,dy/dt递增,y=yF时 ,当 y的

增长率 dy/dt达到最大值,当 y>yF时 ,dy/dt递减。
差商

△yi/Δ ti-(yi-yi~1)/(ti-ti~1);i-1,2,······,n

以 dy/dt为极限
Δyi/△ ti→ dy/dt(当 t00时 )

在这个意义之下,差商 △y:/^ti≈ dy/dt。 当 yi≈ yF时 ,Δ yi/△ti也应取最大值。 因
-此 ,可以根据观测值搜索差商 △yi/△ti(i-1,2,· ·····,n)的最大值,设 △ym/△tiO取

最大值,则 yio可作为 yp的近似值,于是
yF一 k/2≈ yio  ′

从而

k≈ zyi。                  (20)
将 k的估计值及边值问题(2)的边值条件代人逻辑斯蒂方程的通解表达式(3),得

fy|t~t仓
-k/(1+cC^】 9)-yO         ⋯ 、

ty|t~t。 0k/(1+cC^tO 0 yn         ′̈ ′

解(21)得到

fr^ln((k/yn-1)/(k/yo-1))/(%-tn)       '~、
tc-(k/yO-1)/c^r%               ′̂'

若平移坐标轴,使得 ‰ˉ 0,则化简为

fc 0 k/yo-1                 '~、
trˉ ln((k/y。 -1)/c)/(tO-tn)         ′̄

′̌

将(20)式得到的 k的估计值及(22)或 (23)式得到的 r、 c值代人(3)式 ,就得到了边值问

题(2)的解析解。

这种k值估计方法可能由于采样点稀疏,使得采样值差商取最大值的 yio与 yF相差

较大,(20)式给出的 k的估计值也偏差较大。当观测值曲线变化较缓慢或采样点较密时

(△△较小),yi° 与 yF相差不大,k的估计值亦偏差较小。 由于误差的影响,当有几处
差商值与差商最大值相等或近似时,应分别根据相应的 yi估计 k值 ,然后分别计算 (2)

的模拟值,选择与观测值逼近误差 sE(定义于后)最小的k作为k的估计值。值得注意

的是,当观测数据只是按着逻辑斯蒂曲线的拐点以前的下弯段变化时 (样子很象指数曲
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线),显然 dy/dt在 右边界 (△)达到最大,一般说来,差商也在右边界点达到最大,但右
边界点上的观测值 yn与 k值并没有(20)式的关系。因此,当 差商最大值在右边界点上
达到时,k一方法有可能失败,此时可改用 r一方法求得模型(2)的解;换言之,k一方法只适

用于包括拐点的
“
s° 曲线。

五、误 差 度 量

设函数 y-y(t)是逻辑斯蒂方程边值问题(2)的解,y(t)在采样点 、,t】 ,· ··,t。
上的值记为 9° 一

y(to),9:=y(tl),· ··,9。 =y(tn)。 为度量 (2)的模拟值与采样点上

的观测值 yo,y” ···,yn的近似程度,引入

Q。 ∑ (yi-9:)2             (24)
iˉ 0

称为偏差平方和。Q实际上是 n+1维 欧氏空间中 2点距离的平方。 显然Q的值与采
样点的个数 n有关,为了消除 n的影响,便于比较不同采样点数的模拟曲线的近似程度 ,
用平均偏差

sE-√Q/(n=.1)       (25)
度量在每一个采样点 ti上模拟值 9i偏离观测值 yi(i-0,1,· ··,n)的平均距离。定
义 sE为数学模型(2)或其积分曲线的标准偏离误差,统一度量数学模型的模拟曲线与观
测曲线的近似程度。

六、优 化 r~方 法

设生物学指标 y在采样点 ti(i-0,1,· ··,n)上的采样值为 yi(i-0,1,· ··,
n),欲求 y在区间 [、,tnl上数量动态模型 (2)。 按着 r~方法,每取定一个式(8)中的
m(m≤ n)和式(13)中的 i(即 yl)(i≤ m),就得到一个模型(2)及其积分曲线,该模
型的标准偏离误差 sE刻划了在每个采样点 ti(i-0,I,· ··,n)上模拟值与观测值的
平均偏差;显然 sE是 m和 i的函数。为了使模拟曲线拟合观测曲线最佳,自 然选取 sE
(m,i)作为目标函数,在 m-1,2,· ··,n;i^0,1,· ··,m的 范围内搜索使 SE
(m,i)达到最小的 mO和 站。

sE(mO,iO)- min IsE(m,i)1
1《“(n
0<I<匝

那么对于该 m。 和 yiO,用 rˉ方法获得的模型 (2)具有最小的标准偏离误差。这种改进
的 r一方法 ,称为优化 r一方法。

优化 rˉ方法使计算量大大增加,但由于计算机尤其是微型机的普及,计算量的增加
并不构成实质性困难。

一
J

J
ι 例  子

例 1 根田鼠 (磁‘r。
``‘

‘o″o刀口彻
``‘
)个体体重和体长在笼养条件 0-29天生长数据
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(梁杰荣,1982)列 于表 1。

日龄

(天)
增
(
量
克)

^g么
(day)

Incrcase
(g.)

裘 1 粮田鼠体益和体长的生长数据及摸搬伍
t.able 1  t.he grow· th of body weight and body le‘lgth of a,f;‘

`。 `锣

‘ o矽 ro″ o`,9:‘ J

观测值
Data

模拟值
simulated valucs

体 长
(毫米)

Body
length
(mm)

体重
(克 )

Body w· cight·
 Cg.)

kˉ方法
kˉmethod

0

4

9

14

19

24

29

2.10

4.20

‘,34

8.55

13.67

17,lo

17,52

2,lo

2.14

2.21

5.12

3,43

0,42

35,98

48.00

57.33

69.54

81,35

86,35

88,22

】2.42

9.33

12.21

11.81

5.00

1.7'

35.58

45.09

57.2】

68.22

77.14

83.7】

88,22

1,653 2,236

1.体重

(1)优化 r一方法 经搜索,当 m-3,i-3时 ,sE取最小值。即用第 0、 4、 9、 14

天的体重观测值 (yo,yl,y2,ya),按 (8)式计算 rL的初步估计值,rL-0.105。  再用
该 rL值代替(17)式 中的 r,得到 k的初步估计值,k-27.602。 将第 14天体重观测值

(yi-y;-8.55)及 rL初 步估计值 (-rc)、 k的初步估计值代入 (13)式修正 rL,得

rL-0.152。 取边值问题(2)中的 r-rL=0.152,则 体重生长模型(2)

dy/dt-0.152· y· (1-y/k)

ylt刽 一 2· 1

y|t钩 一 17.52

0≤ t≤ 29

具有最小标准偏离误差 SE=0.716。 若将该 rL值代人(17)式 ,得 k的修正值 k-19.245,

体重生长模型的解析解为

y-19.245/(1+8.146cˉ Ol’at)

模拟值见表 1,模拟曲线与观测曲线的比较见图 1。

(2)rˉ方法 取 m-2,i-m-1-1(即 (13)式 中的 y-yi-yl),经计算 rL的

修正值 rL-o△ 59,此时模型(2)的 SE=0.751,与 优化 r一方法相差很小。
(3)k一方法 观察表 1,第 19天的体重 (”)增量最大,令 (20)式中 yio=y(一 第
19天体重=13.67,得 k-27.34。 将此k值代入边值问题 (2),得到的体重生长模型的

SE-1,883,逼 近观测数据稍差(表 1,图 1)。
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体 重
(克 )

Body
weight
(g.)

优化 F一方法
opomum
rˉnlethod

35.58

45,79

58,60

69.81

78.41

84.37

88.22

2.lo

3.54

6.26

9.78

13.26

15.89

17,52

2.lo

3.Og

4.85

7.32

10,46

14.Ol

17.52

o,716 1.883
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o 么 9   】4  19  21  29

时问 (天 )
Tim e(也 .y)

米:观测值 (observed values)

艹:优化 r~方法模拟值 (0mulated valucs。 f
optimum rˉ method)

十 kˉ方法模拟值 (simulated valucs

of k-method)

图 1 根田鼠体重增长观测值和模拟值的比较
Fig, 1  ·rhe c。 nlparison be“ veen observed data

and simulated vatues of gro“ `th of body、 vcight

of 卜f|c/o扌 :ji o‘ ,Co刀 o`9’ :`‘ .

2.体长

(1)优化 r一方法

0   4   9   11   19  24  29

时 间 (天 )
tim e(day)

图 2 根田鼠体长增长观测值和摸拟值
的比较(图例与图 1相同)

Fig, 2  △
·
he comparison bctwccn observed

data and siⅡ !ulated values of gro、 `th of
body length。 f ar访 /。

`“

‘o‘Co″ 0`″“J(the

legend is samc as Fig.I),

经计算当 m-1,i-o时 ,rL=0.111,体长生长模型(2)
dy/dt-0.111y(1-y/k)

y|t-0-3558

y|t曰9-88.22
0≤ t≤≤I29

具有最小的标准偏离误差 SE-1.653,解 析解为 y-93.989/(1+1.642c巩 】1】),模拟
值与观测值的比较见表 1和图 2。
(2)r一方法 :取 m-2,i-m-1-1,得 rL-o.084,此时模型 (2)的 sE=

4.075,吻 合观测值稍差。
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(3)k一方法 第 4天的体长 (yl)增量最大,由 (20)式 k-96,此时模型 (2)的
sE-2.236,较优化 r一方法硝差,较 r~方法好(图 2,表 1)。
例 2 酵母菌 (yCast cclk)在培养液中的种群数量增长列于表 2(Carlson,1913)。

t2 0母 △种群的培长
△
·
able 2  G· rowth of a population 。f ycast ctlls

时间
(小时)

观测值
【)ata

校拟值
sinlulatcd values

Time
(hour)

数蚤
Number

增受
Increasc

优化 r~方法
()ptimum rˉmcthod

kˉ方法
kˉnncthod

o

1

2

3

4

5

6

`

8

9

10

11

12

13

14

19

!‘

17

18

9.‘o

18.3o

29.oo

47.20

71.lo

119.lo

I74.‘ o

257,30

350.70

44】 .00

513.3o

559.70

594.80

629,40

640.80

651.lo

655,90

659,‘ o

‘61,80

7.70

lO.70

18.2o

23.90

48.00

45.50

82.70

93.40

90,30

72.30

46.40

35.】 o

34.Co

11.40
·
lO.30

4.80

3.70

2,2o

9,60

16.32

27.54

4,.夕 4

75.18

119,43

181.70

260.89

349,60

439,89

509.05

564.】 8

602.15

626.71

641.95

651.17

656.6‘

659.90

661,80

9.60

14.14

20,77

30.3`

44.12

63.,o

90.23

】25.99

17!,93

227.98

292.23

360.78

428.57

490.74

543.95

586.86

619.83

644.23

661.80

J

SE 3.374 l16.128

(1)优化 r一方法 经过搜索,当 m-6,i-4时 ,按 (8)式和 (13)式计算出 rL=
o.541;此时,酵母菌种群数量阻滞增长模型(2)

dy/dt-0.541· y· (1-y/k)

ylt=o=9.60

ylt~m-661.80

有最小标准偏离误差 sE-3.374。 其积分曲线为

y-664.468/(1+68.215cˉ 0” lt)

模拟值和模拟曲线与观测曲线的比较分别见表 2和图 3。
(2)r一方法 取 m-2.i-m-1-1,经 计算 了L-0.568,此时模型(2)的标准

偏离误差 sE-18.52,较 优化 r一方法差。
(3)k一方法 第 8小时酵母菌的种群数量的增长量最大(表 2),以第 8小时的数量

(35α70)利用(20)式得 k-701.4o,由此得到的模型(2)的 sE-116.128,明显地较前
二种方法差。

{
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Pcar1(1927)对上述酵母菌种群数量增长用逻辑斯蒂曲线进行拟合,先直观地估计

k值,k-665,然后通过最小 2乘法拟合,得 r-o.5355,拟合曲线为
y-665/(1十 c4·

啷^0.,” t)

理论值与实测值拟合的很好,被当作种群密度阻滞生长和逻辑斯蒂曲线拟合的经典例子
(Krcbs,1978;华东师范大学等,1982)。 该曲线只是一条拟合曲线,并不是逻辑斯蒂方程

初值问题

dy/dt-r.y· (1-y/665)

y|t剖 09.6

的解。按本文的误差度量方法,该拟合曲线的 SE-4,499,较优化 r一方法得到的动态模

型的积分曲线的 sE-3.374稍高,拟合实测值不如优化 r一方法得到的动态模型(2)好 ,
并且该拟合曲线并不能象模型(2)的积分曲线那样 ,在时间区间 [0,18]的 两端点与实测

值重合。
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图 3 酵母菌种群增长观测值和模拟值的比较(图例与图 】相同)
Fig, 3  

·
rhc c。 mpanson betwecn obscrvcd data a众 d simulated values oF growth of

a popula0on of yeast celis(the legend is samc as Fig,1).

由以上例子可以看出,如果为了减少计算量(例如使用计算器计算),采用 r一方法获
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得模型(2),只需取较小的in(例如 m-2)和取 i-m-1F1,一 般说来就可得到比较
接近观测数据的模型(2);但当数据不太规则时,建议采用优化 r一方法。限于篇幅,省略
更多的例子和计算机程序。

在描述动物个体及其部分的生长曲线中,“ s” 型曲线,即 Logisdc曲线已成为必不

可少的曲线 (Laird&Howard,1967)。 而逻辑斯蒂方程边值问题(2)是构造其动态模型

的新工具。

一个生物学指标,若其动态曲线是部分
“哕 型曲线,可直接用边值问题◇)构造其动

态模型;着其为饱和型
“
s” 曲线(达到稳定平衡值以后),则可采用初值问题构造其模型

(先估计 k值),亦可在该曲线刚刚进人平衡稳定值处分为 2段 ,前一段用边值问题(2)作

为其动态模型,而后一段用取 k值的直线 (y0k)作为模型。 ·

特别当生物学指标的数量变动按经典曲线可以分为若干段时,其中的一段或几段是
部分
“
s’型曲线,当其余段用其他数量模型描述时,描述阶段性部分

“
s°曲线数量变化的模

型(2),保证在该段的两端点模拟值和实测值重合,从而保证了生物学指标的模拟值从一

段进人另一段时,在分界点上连续,为构造按阶段性混合数学模型提供了有效工具。
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UsING THE BOUNDARY PROBLEMI OF LOGIsTIC EQUAT10N
TO CONSTRUCT A DYNAMIC MODEL OF
B10LOG1CAL INDEXEs

zhou Li

(N· o``乃″c,`P`o:召 cl‘ 氵”‘:j,“ :C o` B|o′ cgy' 犭‘￠
'o招

氵饣 sf勿 j‘口)

(Rlailtity of a lot oF biological indcxcs changc 31ong a part of thc Logistic curvc, c,g.

growth of body or a part of aniinals and gro、 冫th of populatiorl of aFliInals iil liinitcd pcriod of

time.  According to thc comInon Incthods to fit thc L.ogistic curvc for thc indcxcs,the Cstirnatc

of parainctcr k is difficult,  
·
rhis papCr provides a In.cthod to cOIlstruCt a dynamic modcl with

thc boundary problcnl of Logistic cquation (2) for the indcxes:
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(2)

whcrc

y==quantity of thc index

`=intrinsic growth ratc
天=satura。 on valuc Or varrying capncity

r=:tilnc

r。 = thc initial timc

yO==thc obscrvcd.valuc of the indcK at r。

`“

=thc cnd timQ

y⒕ ==thc obscrvcd valuc of tllc indcx at `弦

A paramctcr/or天 is only cstimated according to observcd data,anothcr is dctcrmincd by

thc boundary conditions oF thc boundary problc∏ l (2).  sin】ulatcd valucs coincidc Ⅵ̀ith obscrv-
cd valucs at thc cnd of thc pcriods f`o, `^]·

Thc paramctcr r is cstamitcd for r~mcthod(formulas(8),(13),(16)or(17),(14))· ThC
paramctcr尺 is Cstamitcd for k-mcthod(formulas(2o),(22),or(23),(3))· TkrC is an objcctive

standard

`匆
/'/ˉ
`y(1一
夕/t)

“川氵=`。 -yo
′
州,~%=’ n

SE—— ∑ 0.一 免) /(`9+· 1)[
|=o

]

whcrc

sE.==standard dcviation crror

yI=obscrvcd valuc

yl==simulated. valuc

`,==a nu1nber of thc polilt of observcd valuc
for thc optilnunl r_nlcthod.  ·rhe pr。 ccdurc is that 、ve utilizc thc r-in.cthod and thc digita1 co1△ ~
putcr to scarCh minimum objectivc standard SE for determination of thc morc eXact valuc of

paraⅡlcter r withirl obscrved data. 
·
rhc cxanaplcs show that the optinlunl r-nicthod and thc r~

n,ethod arc valid to construct a dynalnic n)o· dcl(2) f。 r biological indcxcs that changc along a

partial Logistic curvc.
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