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高原鼠兔体重生长动态数学模型之再研究

陆 国 泉
(中国科学院西北高原生物研究所)

高原鼠兔 (oc杨
`o7Jo″ `zo`J口

。)是高寒草甸生态系统的主要初级消费者之一 ,建造

该种群体重生长的数学子模型 ,是高寒草甸生态系统研究的基础工作之一。

《兽类学报》1987年 7卷 1期发表了
“
高原鼠兔种群生产量生态学的研究 I.高原鼠兔

体重生长动态数学模型的研究(周立等,1987)”。该文提出了高原鼠兔幼鼠阶段和亚成鼠

阶段两个阶段体重的生长规律不同,不能用一条逻辑斯蒂曲线较精确地描述整个体重生

长过程,故对两个生长阶段分别构造体重生长数学模型。该文建立了高原鼠兔个体平均

体重生长的逻辑斯蒂一指数饱和 (Logistic-exponential saturation)动态数学 模型。 由

于子模型的精确度及其参数的生物学意义直接影响生态系统整体模型的价值,该文引起

笔者再探索的研究兴趣。本文使用该文中构造逻辑斯蒂一指数饱和模型原始数据 ,采用非

线性最小二乘法麦夸算法建造模型 ,成功地建造了 1条完整的 Logistic曲线模型和 1条

Gompcrtz曲线模型,以及分 2段拟合的皆为 Logistic曲 线表示的模型。 在用最小二乘

法原理算出均方拟合误差 σ同逻辑斯蒂一指数饱和模型作了比较之后,证实了 1条完整的

Logistic曲线模型和 Gompenz曲 线模型皆能达到较高的精度,而分段拟合的 Logistic

曲线模型其精度则完全超过逻辑斯蒂一指数饱和模型。 分段模型失败之处是参数的生物

学意义受到破坏。现将模型建造过程报道如下 :

一、模型建造原理

本文的 Logistic曲线表达式为 :

多
″=/(‘ ,天 ,曰 ,')一

了了 口口``

G° mpertz曲线表达式为 :

″-f(`,天 ,J,r)-t。′:

上 2式中 :

″
一 种群个体在 彦时刻的平均体重 ;

矽一 时刻 ;

本文 1987年 10月 31日 收到。
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天一 平均体重的饱和值 ;

r=常 数 ,Logi“ ic曲 线的内禀增长率 ,Gompertz曲 线的内禀增长率为一
`n、

;

口一 常数 ;

e一 自然对数之底。

用非线性最小二乘法拟合 Logistic和 Gompcrtz曲线,就是要最优确定上 2式 中

参数 天,r,口 ,使 /(`” 天,/,σ)与 yi(观测值)的偏差平方

小。

和为最小。即下 式 之 值 为 最

变
s(天 ,r,o)=∑ [” -f(,” △r,。)]2      (1)

式中 氵一 1,2,3· ··″。

在求上式最小值时 ,令 天=走(0)+九

r—·rΦ’-卜 乃2 o=ˉ 口
(°)H-九

其中 邪
0),r(Φ

,o(0)为 计算 是,`,:的初值 ,九 ,饧 ,九 为参数的增量。 这样在选定初值 之

后就将确定 天,r,σ 的问题转化为确定 乃】,九 ,九 的问题。将 r(9,乜 r,。〉展开为 Tay1or

级数 ,并取其第 1、 2项作为近似,得 :

f(b电 ',c)亠 rC`,烫
⑾

,r(。
9,口 (°))+2玉 生上:2王上L望D乃

!

V尺

+2Κ上上】L二里.LFn九 十2玉L三LE巴卫
0))方

,    (2)-              dr                   d召

将(2)式代人(1)式
:

s(乜 /,口 )=∑
[

y-K`业 0`0,口 c)^匹
喘 井

D乃

~aK`.,望 ),、 (OL2兰〈°)) .~ar〈 ,” △r,c)厶“2 ——ˉ̄
5|「

— ′·,
ar

af(`,天 ,r,曰 )

at

a/(‘ , 天,',口 ) g天″^″

l

(3)

上式中在计算 Logistic曲线时 :

1

1△·coˉ′;

ar (1+″ ″̄
)2

af(,,天 ,r,c)
a口

=~.   ~乃
夕̂ `:

(1十 ″ ″̄
)2

在计算 Gompertz曲线时:

a/(`,天 22工口)=曰″
a烫

ar(‘ 天,r,口 )

ar

ar(,,天 ,',口) =天/沪 〗̄
a刃

实算时采用麦夸 (Marquardt)算 法来计算(3)式取最小值时的 为I,九 ,九 ,继而得到

一天(`″ )`o″r`-1
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最佳的天,',口 参数。详细计算步骤请参阅郑宗成等 (1985)。 本文采用郑宗成等编制的
BAsIC程序,使用时只对

`值的输人顺序稍作改动,在 IBM PC/XT微机上进行实箅。

拟合 Logistic曲线时采用倒数求和法由观测值确定天,`,口 的初值,拟合 Gompe“ z曲

线时采用对数求和法由观测值确定乜 r,口 的初值,不需另行输人初值。

各模型的拟合精度用均方拟合误差表示,误差愈小愈精确,计算公式 (郑 宗成 等,

1985)如下:

士∑ (约 一奶)2 (4)σ ==

式中 ″:一 观测值

九 -拟合值

J—·1,2,3,. ″ 。

模型参数拟合结果

本文建造模型使用的观测值采用高原鼠兔体重生长动态数学模型的研 究 (周 立 等 ,

1987)一文中的原始数据(表 1)。 为便于模型比较 ,本文建模时也将数据中的日龄向前推

移 1天 ,即将 1-80天 用作 0-79天。

尔 l △原0免体i生长△△位

△·ablc 】  △
′
he obserVed Value of weight 。f Plateau pik8

日龄
(天 )
Age
(d:y) (B)

堆体重
(克 )
Male
(g)

Male
(g)

日龄
(天 )
A8c
(day) (g)

雄体重
(克 )
Male

准体重
(克 )

Female
(g)

咄∞砾⑷

雄体重
(克)

FcinBlc
(8)

雉体重
(克 )

雎体重
(克 )

Feinale
(g)

雄体重
(克 )
Male

踉体重
(克 )

FeI【 lalc

(g)

吣∞Ag
e
⑾

l

2

3

4

9

6

7

8

9

lo

ll

12

13

14

19

16

17

18

】9

20

9.28

10.90

l1.20

12.36

13.33

15.o8

16.67

17.59

18.08

19.75

20.66

2】 .83

23.50

25.75

29.79

31.60

34.90

37.78

39.57

42.30

9.28

10,90

l1.20

】2.36

13.33

15.08

】6.67

17.59

18,08

19,75

20.66

21.83

23.9o

25.75

28,8⒐

3】 .28

34.37

37,o0

40.Og

03.07

47.13

50.69

54.oo

57.91

60.50

60.00

66.00

69.30

76.25

80,56

87.39

91.06

9】 .15

99.25

99.50

!03.lo

lO3.67

lO0.45

98.84

104.00

45,89

49,98

93.85

55.30

99.25

‘0.67

62.07

63.09

0I.79

78.0`

86.67

89.47

87,00

90,30

92.90

92.23

93.89

98.50

96.91

99.94

87.00

lO3.00

lO6.89

lO2.37

lO4.34

90.50

107.00

ll1.67

l13.20

118.20

121,25

120.00

114.40

l12.40

l15.71

l16.00

1】 0.62

122.84

1】 8.40

122.21

lO2.8!

lO8.17

lO8.91

lO6.4】

】11.4z

iO9.25

】08.75

lO8,40

tz4.45

!o5.oo

lO6.21

105.25

lO1.50

l13.14

114.40

116.20

】17.34

11`.00

117.】 3

l15.2o

117.28

】22.zo

lO3.67

119.00

123.62

122.40

112.20

l18.67

l15.00

119.84

126,25

120.42

124.00

123.67

131.0o

t32.75

127.00

129.00

130.80

!30.40

4】

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

9,

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

6`

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

l18.50

126.18

122.23

121.58

121.72

】】8.36

121.23

l18.67

124.‘ 4

126.22

‘23.82

123.38

127.2,

125.81

128.88

124.78

114.14

l18.18

127.00

121.00
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1.拟合 1条完整的 Logistio曲 线和 Gompcnz

XT微机 ,运算约 2分钟即得出结果。

Logistic曲 线模型:

雄性 ″-122.3283/(1十 13.6671`ˉ 。胭r)

σ·=· 5.519

雌性 刀-122.162/(1+13,6276厂 0· lO·′:)

σ==3.987

Gompertz曲线模型 :

雄性 刀 -127.2291× 0.02650·
”;r

c· ·̄5.725

雌性 w-12⒍ 9941× 0.0265。
·9“‘:

曲线: 将上述数据输人 1BM PC/

σ—̄ 4.542

2.分段拟合 Logi“ic曲 线:将表 1数据分 2段 ,0-29天 为幼鼠生长期 ,

为亚成鼠生长期 ,输人 IBM PC/XT微 机 ,运算结果如下 :

雄性 ″-184.861/(1+18,897扩 00”‘‘
);

当 0≤
`≤

29时

(T—·1,206

`‘

=140,6036/(1+1.4813cˉ n° 64;′

);

当 `>29时
σ —̄ 5,619

模型 1

模型 2

模型 3

模型 4

30-79:夭

模型 5

模型 6

雌性 ″=14⒌ 3392/(1+14,8364'0·够’2:);

当 0≤
`≤

29时

σ-1.503

″-12⒍ 7253/(1十 3.3226o^° °。’′
);

当 9)29时
σ—·4.255

模型 7

模型 8

论
△

l
(

`
下
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1.关于模型的拟合精度:根据观测数据制作模拟模型有多种方法,因而产生多种模

型 ,本文采用均方拟合误差 σ来判断这些模型的拟合精度。为了便于比较 ,现将逻辑斯

蒂一指数饱和模型的表达式(周立等,1987)以及用最小二乘法算出的均方拟合误差表示

如下 :

雄性 ″-182.678/(1+18.685cˉ 00’:r);当 0≤
`≤

29时

σ=1.418                          模型 9

″=130.166-294.806厂 °·°‘l′ ;当 29(`时 ,

σ=6.745                          模型 10

雌性
`〃

÷ 169.525/(1十 17.268cˉ⒋咖 );当 0≤
`≤

29时 ,

c=1.912                          模型 11



`〃

—̄ 125.o67-4o8.179纟 ^0· 075`;

σ-4.775                         
模型 12

根据以上模型的均方拟合误差可以看出,模型 1和模型 3的拟合精度虽低于模型 9,

但已超过模型 10;模型 2和模型 4的拟合精度虽低于模型 11,但 已超过模型 12。 一般说

来,一条曲线整段拟合的精度要低于分段拟合的精度。 上述结果说明,1条 Logisic曲

线或 1条 GompCrtz曲线模型皆超过了分段拟合的逻辑斯蒂一指数饱和模型后 段 (共 50

天,占全部生长过程 80天 的大部分)的拟合精度 ,这足以表明模型 1、 2、 3、 4皆已达到

较高精度。如果用模型 5、 6、 7、 8与 对应的模型 9、 10、 11、 12比较 ,则可看出用非线性
最小二乘法麦夸算法建造的 Logistic分段模型皆比逻辑斯蒂一指数饱和模型的拟合精度

要高。事实上用 Gompe“ z曲线分段制作模型,其精度也会超过逻辑斯蒂一指数饱和模
型。

2.~关于拟合方法:生态学报 1986年 6卷 2期发表了用麦夸方法最优拟合逻辑 斯蒂
曲线一文(王莽莽等,1986)已 说明麦夸法优于目测法,平 均值法 ,枚举优选法等拟合方法。
本文则说明在高原鼠兔体重生长模拟模型上 ,用 非线性最小二乘法麦夸算法拟合 Logistic

曲线,Gompcrtz曲 线在拟合精度上优于构造逻辑斯蒂一指数饱和模型的方法。非线性最

小二乘法麦夸算法之所以优,绝非偶然 ,而是方法本身符合数学的最优化方法,从理论上

保证了最优地求出待定参数 天,',口 之值。而建造逻辑斯蒂一指数饱和模型中所用的方法 ,

逻辑斯蒂边值问题,指数饱和方程边值问题,仍要估计较少参数 ,从数学理论上讲,并不能

保证最优地求出参数 天,r,口 之值。

3.关于 Logistic曲线和 GompCnz曲 线:通过模型 l、 2与模型 3、 4比较,可以看
出 Logistic曲线的拟合精度要高于 Gompcrtz曲线的拟合精度。 这表明高原鼠兔体重

生长规律更适于用 LogisiG曲线来描述。这一结论与 Martin(1973),Ricklcfs(1967)

用画图法拟合生长曲线所认为的 GompCrtz曲线更能描述体重生长规律的结论是有所
不同的。

4.关于内禀增长率: 高原鼠兔体重生长内禀增长率 r(在 Gompcrtz曲线为一ln r,

下文同),在分段拟合中幼鼠和亚成鼠取有不同的值,是数学计算方法上的原因还是生物

学机理的作用是值得讨论的。所谓数学计算方法上的原因是指这种 '异值现象是分段拟

合方法及数据本身存在的取样误差所造成;所谓生物学机理的作用是指幼鼠、亚成鼠两阶

段确有生物学上的固有机理 ,使 得 /取异值。

根据文献 ,迄今为止未见有报道高原鼠兔体重生长内禀增长率在 30日 龄前后发生突

变的生物学机理。因此认为 r异值有其生物学机理是大有疑问的。

另一方面 ,笔 者在计算机上模拟证实 ,如数据取样误差愈小,即数据愈接近理论的
“
s”

型曲线之值 ,则不论如何分段 ,其拟合的内禀增长率 /与 全段(即不分段)拟合所得的 '值
将愈接近一恒值。反之如数据取样误差愈大,则分段拟合后 `值变化愈大。因此,笔者认

为模型在分段点,30日 龄前后出现 r值异值是采取分段拟合的数学方法及数据取样误差

本身造成.而不能就此认为高原鼠兔幼鼠、亚成鼠两阶段内禀增长率确有什么不同。

不能忘记的是,既然
“
s” 型曲线已成为描述动物个体及其部分的生长的必不可少的

曲线,就不能忘记选取
“
s功 型曲线的原则。 因为 Logistic曲线和 Gompertz曲 线本身

是假定在整个生长过程中内禀增长率为一恒量,即理论上存在有一真值。拟合是通过数
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学运算找到一个最能接近这一真值的 r值。不能一方面选用
“
s” 型曲线,同时又主张有

2个 `真值 ,这是十分矛盾的。因此从内禀增长率为一恒量出发 ,本文的分段拟合以及逻

辑斯蒂一指数饱和模型都是有缺陷的,严格说是不可取的。在高寒草甸生态系统建模中,

这种违背 r值生物学意义的分段拟合是一种错误的建模立论思想。

5.子模型的择优选取:高原鼠兔体重生长子模型的优劣,关系到生态系统整体模型

的价值 ,首先影响消费者亚系统的精确描述。怎样确定上述模型中哪一种更好 ,选取的原

则立该是模型的参数既有生物学意义,同时模型的精度又高。上述模型就其精度而言应

以分段拟合的 Logistic曲线(模型 5、 6、 7、 8)最高,但由于分段后两段的 r值不同,违
背了

“
s” 型曲线赋予 r值的生物学意义,因而不宜选取。如果忽视模型参数的生物学意

义 ,可 以采用多项式回归建模,能得到精度更高的模型。因为多项式可以至少在一个比较

小的邻域内任意逼近任何函数,而达到最高的拟合精度。显然生态学的模型是不能忽略

其参数的生物学意义的。鉴于分段建模存在的缺陷,本文建造的一条 Logistic曲线模型

〈模型 1、 2)将 以无可比拟的优点作为一种最优的高原鼠兔体重生长动态模型进人生态系

统整体模型。

6.逻辑斯蒂一指数饱和模型采用分段建模:造成
“
s”型曲线内禀增长率 r异值,破坏

了 r的生物学含义 ,是模型的失败之处;逻辑斯蒂一指数饱和模型未能最优地获得 天,`,召

参数之值 ,从数学上讲 ,它不能成为最优的模型 ,是模型的不足之处。
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THE sECOND sTUDY ON GROWTH IMODEL OF BODY
WEIGHT OF PLATEAu PIKA

Lu C.uoquan

(Ⅳo``乃″“:P`″″ ″

`竹

:`‘″‘
'夕

`B力

′og','‘ 口

`‘

衤

`cs``,`'d)

in this papcr, λIarquardt’ s algorithtn is uscd f° r fitting I.ˇ ogistic and C()illpcrtz curvc to

n1akc gro`vth modcl oF body wcight of platcau pika.  ·
rhc results show that I.ogistic curve is

bettcr fittcd than C.olnpcrtz curvc.  Thc cOII● paris° n of prescnt inodels with thc Logistictx-
poncntial saturation modcls shows that lhc ritting accuracy of Logistic modcl is better 1han

that of 1.'ogistictxponciltial saturation rnodci.  And L.ogistic nlodcl can bc uscd as onc of

subnlodcls of alpine mcado$' ccosystem,
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